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ABSTRACT 

The study investigates how the accuracy of vessel position determination depends on the method used to estimate 

coordinates from measured navigation parameters. While the conventional approach assumes that random meas-

urement errors follow a normal distribution and therefore justifies the use of the least squares method, recent 

statistical evidence indicates that navigation measurement errors often deviate from normality. In response, the 

study substantiates the applicability of mixed distributions of the first and second types for describing such errors. 

These distributions are theoretically justified by the structure of random error sample formation and are analyti-

cally convenient because their density and distribution functions can be expressed in elementary form. The hy-

pothesis was tested through field observations collected during a six-month voyage. The results show that bearing 

and distance measurement errors observed over short time intervals of up to 8 hours are adequately described by 

the normal distribution. However, for longer observation intervals of one day or more, these errors follow mixed 

distribution laws, and the degree of deviation from normality increases with the duration of the measurement 

interval. To assess the effectiveness of vessel position estimates derived from redundant position lines and pro-

cessed by the least squares method, simulation-based computer modeling was carried out for cases in which po-

sition line errors obeyed mixed distributions of the first and second types. The results demonstrated close agree-

ment between theoretical and simulated efficiency estimates for all values of the essential parameter, confirming 

that the accuracy of vessel position determination depends on the selected coordinate estimation method. 
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АНОТАЦІЯ 

У статті досліджено залежність точності визначення місцеположення судна від методу оцінювання 

його координат за результатами навігаційних вимірювань. Традиційний підхід ґрунтується на припущенні, 

що випадкові похибки вимірювань підпорядковуються нормальному закону розподілу, що обумовлює ши-

роке застосування методу найменших квадратів. Водночас аналіз сучасних статистичних даних свід-

чить, що похибки навігаційних вимірювань нерідко відхиляються від нормального розподілу. У зв’язку з цим 

у роботі обґрунтовано доцільність опису таких похибок змішаними законами розподілу першого та дру-

гого типів. Теоретичне обґрунтування їх застосування базується на особливостях формування вибірок 

випадкових похибок, а перевагою цих законів є можливість аналітичного подання їх щільностей і функцій 

розподілу в елементарних функціях. Висунуту гіпотезу перевірено за результатами натурних спостере-

жень, виконаних під час шестимісячного рейсу судна. Установлено, що похибки вимірювання пеленга та 

дистанції на коротких часових інтервалах тривалістю до 8 годин адекватно описуються нормальним за-

коном розподілу. Натомість для триваліших інтервалів спостереження, зокрема від однієї доби і більше, 

ці похибки підпорядковуються змішаним законам розподілу, причому ступінь їх відхилення від нормального 

закону зростає зі збільшенням тривалості інтервалу вимірювань. Для оцінювання ефективності визна-

чення координат судна за надлишковими лініями положення, обробленими методом найменших квадратів, 

виконано імітаційне комп’ютерне моделювання для випадків, коли похибки ліній положення підпорядкову-

ються змішаним законам розподілу першого та другого типів. Отримані результати засвідчили близьку 

узгодженість теоретичних і модельних оцінок ефективності для всіх значень істотного параметра, що 

підтверджує залежність точності визначення місцеположення судна від обраного методу оцінювання 

координат. 

Ключові слова: навігаційна безпека, ефективність визначення координат, лінії положення, нормальні 

рівняння, надлишкові вимірювання. 

 
 

Постановка проблеми в загальному ви-

гляді та її зв'язок з важливими науковими 

або практичними завданнями  

Запобігання навігаційної аварійності потре-

бує поточного контролю позиції судна із не-

обхідною точністю, для забезпечення якої за-

стосовуються надлишкові лінії положення 

(ЛП). Для визначення позиції судна слід по 

виміряним значенням навігаційних парамет-

рів розрахувати його обсервовані координати 

з урахуванням закону розподілу похибок ви-

мірювання. Так як вважається, що випадкові 

похибки вимірювання розподілені по норма-

льному закону, то обчислення координат про-

водиться методом найменших квадратів, який 

являється методом максимальної правдоподі-

бності для нормально розподілених похибок, 

і забезпечує мінімальну дисперсію розрахова-

них координат.  

Однак останнім часом на базі аналізу статис-

тичних матеріалів було виявлено, що часто 

випадкові похибки навігаційних вимірювань 

мають розподіл відмінний від нормального 

закону, на що наголошується в ряді опубліко-

ваних робіт. Тому використання методу най-

менших квадратів для розрахунку обсервова-

них координат судна по надмірним ЛП, похи-

бки яких мають розподіл вірогідностей від-

мінний від нормального закону, являється їх 

квазіправдоподібною оцінкою, що не забезпе-

чує можливу мінімальну дисперсію векторіа-

льної похибки.   

Аналіз останніх досліджень і публікацій, в 

яких започатковано розв'язання даної про-

блеми і виділення невирішених раніше ча-

стин загальної проблеми  

Проблемі забезпечення точності судново-

діння присвячено багато робіт по тематиці 

безпеки мореплавання. Статистичні дані по-

хибок вимірювань навігаційних параметрів, 

які отримані шляхом натурних спостережень 
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приведено у роботах [1,2], аналіз яких пока-

зав, що похибки часто розподілені не по нор-

мальному закону. Причому показано відмін-

ності їх розподілу від нього. 

У статті [3] приведено аналіз сигналу Galileo 

E1 та вплив на нього різних типів збурень. 

Проводилося моделювання хаотичних імпу-

льсних збурень, білого шуму та інших збу-

рень і виявлено залежність сигналу E1 від цих 

чинників. Були одержані спектральні струк-

тури цих збурень, які були включені в сигнал 

Е1 з використанням Matlab. В роботі зазна-

чено, що фільтром Калмана проводилась фі-

льтрація білого шуму з сигналу Е1. Відміча-

ється, що результатами роботи можуть скори-

статися при розробці приймачів та технічних 

пристроїв підвищеної надійності, здатним іг-

норувати такі збурення.  

У роботі [4] для вирішення задачі визначення 

місця судна в разі наявності надмірних вимі-

рів запропоновано ортогональне розкладання 

щільності розподілу похибок навігаційних 

вимірів, а в роботі [5] приведено результати 

аналізу даних по точності визначення місця 

судна супутниковою навігаційною системою,  

які спростовують припущення про розподіл 

похибок вимірювання широти та довготи за 

нормальним законом, чим зумовлюється не-

обхідність використання альтернативних за-

конів розподілу. 

Змішаним законам розподілу двох типів та їх 

використанню у разі наявності випадкових 

навігаційних похибок вимірювань присвя-

чена робота [6], а, як показано в роботі [7],  

при використані РЛС похибки вимірювань 

відстаней та пеленгів часто  розподілені за 

змішаними законами першого та другого 

типу, проте відсутній аналіз, як  впливає на  

точність визначення місця судна. 

Аналізу запропонованої моделі оцінки відпо-

відності точності визначення координат гло-

бальною супутниковою навігаційною систе-

мою (GNSS) існуючим вимогам присвячена 

робота [8], в якій також розглянуто модель 

стосовно накопичення достатнього об'єму 

спостережень похибок положення об'єкту, що 

породжуються різними типами зовнішних 

збурень і мають вплив на точність визначення 

позиції. Розглянуто пропоновану  модель для 

полярного регіону з використанням виміря-

них псевдодальностей GNSS на опорній стан-

ції мережі Міжнародної служби GNSS 

Iqualuit в Канаді. 

У роботах [9,10] показана можливість вико-

ристання узагальненого закону розподілу Пу-

ассона в разі залежних випадкових величин 

вимірювань.  

Точність координат визначення місця судна, 

розрахованих методом найменших квадратів, 

у разі наявності надмірних ліній положення 

досліджено у роботі [11]. Також  формалізо-

вано вплив істотних факторів на точність ко-

ординат визначення місця судна. 

Розробку моделі руху літального апарату в ге-

оцентричній системі координат (ECEF – 

Earth-Centered) розглянуто у роботі [12], яку  

можна  використати для досліджена точності 

радіонавігаційних систем. Основою для роз-

робки цієї моделі явився математичний опис 

руху літального об'єкта у геоцентричній сис-

темі координат.  

В статті також викладена процедура комп'ю-

терного моделювання програмним продук-

том Matlab руху літального апарату.  

Геометричний фактор, що визначається кіль-

кістю та взаємним розташуванням ЛП, розг-

лянуто в роботі [13] та показано, що від нього 

залежить значення дисперсії обсервації. При-

ведено аналітичні вирази для дисперсії обсе-

рвації в разі розподілу похибок вимірювання 

навігаційних параметрів за нормальним зако-

ном та за змішаними законами першого і дру-

гого типу. Також проведено аналіз можливо-

сті покращання точності визначення місця су-

дна використанням додаткових ліній поло-

ження та мінімізацією геометричного  

фактору. 

Нова концепція збору батиметричних даних 

(система CSB) розглянута в роботі [14], яка 

передбачає процедуру збирання та викорис-

тання інформації про метеорологічні дані, які 

у морі отримані дослідницькими суднами, 

оснащеними відповідними приладами. В ро-

боті також вказано на відмінності між гідрог-

рафічною зйомкою та CSB та приводиться 
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аналіз чинників, які впливають на безпеку су-

дноплавства. 

В роботах [15,16] показано, що в разі розпо-

ділу похибок вимірювань за законом відмін-

ним від нормального, розрахунок  обсервова-

них координат судна методом найменших 

квадратів не забезпечує їх ефективні оцінки і 

відбувається втрата їх точності.    

В роботі [17] приведено опис випадкової фази 

сигналу E6 супутникової навігаційної сис-

теми Galileo, в якій було представлено мате-

матичні моделі її вимірювальних сигналів, 

використовуючи наявну інформацію. Блок-

схема генерації таких сигналів також пред-

ставлена в статті і  розроблено фазову модель 

E6 сигналу системи Galileo.  

Результати проведеного моделювання пока-

зали, що сигнал E6 характеризується нестабі-

льною частотою, яка являється стаціонарним 

процесом. Результати моделювання також 

показали, що ефект Доплера має значний 

вплив на випадкову фазу сигналу E6 і впливає 

на точність навігаційних вимірювань. Резуль-

тати проведеного моделювання випадкової 

фази сигналу Е6 можуть бути використані для 

оцінки стійкості системи Galileo до збурень.  

Результати дослідження відносно урахування 

розрахованих поправок станції в районі порту 

Щецін при використанні системи DGPS при-

ведено в роботі [18], які підтвердили доціль-

ність їх урахування при визначені позиції су-

дна. Показано, що одержані результати забез-

печують більш ефективне використання сис-

теми DGPS при плаванні суден в районі порту 

Щецін.   

Як показано у роботі [19], стохастичні спосте-

реження в основному базуються на знаннях 

щодо їхньої поведінки. Сучасні комп’ютерні 

програми на етапі навчання використовують 

необроблені дані, які досліджуються з метою 

визначення параметрів, необхідних для обчи-

слення схеми логічного висновку.  

Під час початкової обробка даних прово-

диться виявлення умовних залежностей. 

Принципами нечітких систем визначається 

модифікована ступінчаста структура, пред-

ставлена локально ін'єктивними функціями 

густини, які практично являються діаграмами 

умовних залежностей з ідентифікованою не-

визначеністю. Це забезпечує формування ба-

зових вірогідностей призначення. З початко-

вих даних знаходяться показники невизначе-

ності, вірогідності та правдоподібності.  

Як  показано в роботі [20], під час шторму іс-

нують навігаційні обмеження для входу су-

дна в гавань, яка знаходиться на відкритому 

морському побережжі, по причині того, що 

для судна, яке входить в гавань, в умовах 

шторму виникає небезпека зіткнення з хвиле-

ломом через його небезпечні зміщення відно-

сно програмної траєкторії руху. В роботі за-

пропоновано індекси оцінки безпеки входу в 

гавань, які базуються на проведених натур-

них дослідженнях траєкторій руху судна. 

У статті [21] представлено метод навігації за 

сліпим розрахунком, призначений для безпі-

лотних літальних апаратів (БПЛА), який до-

зволяє визначати місцезнаходження за обме-

женого доступу до сигналу GNSS. Метод ба-

зується на аналізі даних інерціальних вимірю-

вальних блоків (IMU) та математичних алго-

ритмах, що дозволяють здійснювати точний 

моніторинг траєкторій БПЛА. У дослідженні 

викладено теоретичні основи навігації за слі-

пим розрахунком, виведення ключових фор-

мул та результати імітаційних випробувань 

методу на основі реальних журналів даних 

інерціальних датчиків. Випробування проде-

монстрували багатообіцяючу ефективність, 

підкресливши його потенціал у військовому 

та цивільному застосуванні. Метод може слу-

жити доповненням до традиційних навігацій-

них систем. 

Нові супутники на низькій навколоземній ор-

біті (LEO), як відзначається в роботі [22] про-

понують нові можливості для покращення на-

вігації. У цій статті досліджується потенціал 

сигналів ортогонального частотного мульти-

плексування (OFDM) для супутникової наві-

гації LEO, зосереджуючись на проблемах, що 

виникають через зміщення несучої частоти 

(CFO) в середовищах з низьким співвідно-

шенням сигнал/шум (SNR). Всебічно аналізу-

ються навігаційні властивості сигналів 

OFDM, оцінюючи два кандидати на послідо-

вності синхронізації (SS) на їх стійкість до 
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CFO. Результати показують, що m-послідов-

ність ефективно зменшує цілочисельні CFO, 

мінімально впливаючи на оцінку дальності 

приймача за наявності дробових CFO. Крім 

того, представлено архітектуру виявлення SS, 

яка інтегрує диференціальне когерентне на-

копичення (DCA) з тестом майже оптималь-

ного відношення правдоподібності (NOLRT). 

Цей приймач LEO на основі DCA-NOLRT пі-

двищує надійність та чутливість виявлення, 

ефективно керуючи залишковими дробовими 

CFO та покращуючи ймовірність виявлення в 

сценаріях з низьким співвідношенням сиг-

нал/шум. Числове моделювання та наземні 

експерименти підтверджують здатність за-

пропонованої структури мінімізувати поми-

лки дальності, викликані CFO, навіть у скла-

дних умовах навігаційних сценаріїв LEO. 

В роботі [23] відмічається, що   глобальні на-

вігаційні супутникові системи (GNSS) підт-

римують застосування в авіації, що забезпе-

чують безпеку життя, включаючи точну наві-

гацію під час заходу на посадку та посадки лі-

таків. Однак, перешкоди сигналів поблизу ае-

ропортів можуть серйозно погіршити експлу-

атаційну доступність та цілісність, а тради-

ційні методи виявлення перешкод, як пра-

вило, є дорогими та трудомісткими для реалі-

зації на великих територіях. У цій статті ми 

розробляємо новий алгоритм, який викорис-

товує звіти автоматичного залежного спосте-

реження та трансляції (ADS-B), які регулярно 

передаються літаками та є загальнодоступ-

ними, для оцінки потужності перешкод та ге-

ографічного розташування джерела переш-

код GNSS. Потім ми тестуємо алгоритм на за-

писаних передачах ADS-B під час події пере-

шкод 2022 року в Міжнародному аеропорту 

Денвера (KDEN). Результати показують, що 

алгоритм успішно виявляє перешкоди та ло-

калізує джерело в межах похибки 0,1 градуса 

за широтою та довготою. На відміну від попе-

редніх методів виявлення перешкод, наш ал-

горитм також кількісно визначає невизначе-

ність за допомогою меж помилок та теплових 

карт ймовірностей, що підвищує надійність 

та інтерпретованість результатів. Загалом, 

цей алгоритм може допомогти звузити об-

ласть пошуку на землі та забезпечити фізичне 

вимкнення джерел перешкод GNSS. 

Формулювання цілей статті (постановка 

завдання) 

Метою роботи являється дослідження залеж-

ності точності визначення позиції судна від 

способу розрахунку її координат. 

Виклад матеріалу дослідження з повним 

обґрунтуванням отриманих наукових ре-

зультатів  

Для визначення обсервованого місця судна 

використовується декілька (більше двох) ЛП, 

які через похибки перенесень не перетина-

ються в одній спільній позиції. Тому обсерво-

ване місце судна розраховується аналітично і 

має випадкове відхилення від його істинного 

місця, яке характеризується векторіальною 

похибкою. Дисперсія модуля векторіальної 

похибки визначає точність обсервації судна. 

Тому спосіб вибору обсервованої точки по 

одержаним  ЛП, тобто використаний метод 

аналітичного розрахунку координат, врахо-

вує аналітичний вигляд щільності закону роз-

поділу похибок ЛП і визначає дисперсію мо-

дуля векторіальної похибки. Якщо дійсний 

закон розподілу похибок ЛП та закон розпо-

ділу, який використано для розрахунку обсе-

рвованих координат судна, однакові, то таких 

спосіб розрахунку називається методом мак-

симальної правдоподібності, при якому дося-

гається мінімальна дисперсія модуля векторі-

альної похибки. В разі коли ці закони розпо-

ділу відрізняються, то дисперсія модуля век-

торіальної похибки більша можливого міні-

мального значення, а така оцінка точності на-

зивається квазіправдоподібною.  

Як показано в роботах [15,10], відношення мі-

німально можливої дисперсії обсервації до 

дисперсії при квазіправдоподібній оцінці яв-

ляється ефективністю (в статистичному се-

нсі) розрахованих координат. Очевидно, ефе-

ктивність координат, розрахованих методом 

максимальної правдоподібності становить 1, 

а для квазіправдоподібних оцінок її значення 
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менше 1, що веде до  втрати точності визна-

чення координат. 

 Розглянемо питання квазіправдоподібних 

оцінок визначення координат судна більш де-

тально. Модель нормального закону розпо-

ділу випадкових похибок була запропонована 

Карлом Фрідріхом Гауссом. Нормальний за-

кон розподілу, який також називають законом 

Гауса, займає центральне місце в теорії віро-

гідності, - це закон розподілу, що найчастіше 

зустрічається на практиці. Головна особли-

вість цього закону полягає у тому, що він є 

граничним законом, до якого наближаються 

інші закони розподілу за деяких типових 

умов. 

У теорії вірогідності доведено, що сума до-

сить великого числа незалежних випадкових 

величин, підлеглих яким завгодно законам 

розподілу, приблизно підкоряється нормаль-

ному закону, і це виконується тим точніше, 

ніж більша кількість випадкових величин су-

мується. Так, похибки вимірювання навіга-

ційних параметрів можуть бути представлені 

як сума вельми великого числа порівняно ма-

лих доданків – елементарних похибок, кожна 

з яких викликана дією окремої причини, не 

залежної від інших.  

Яким би законам розподілу не були підлеглі 

окремі елементарні похибки, особливості цих 

розподілів в сумі великого числа доданків ні-

велюються, і сума виявляється підлегла за-

кону, близьку до нормального. Основне обме-

ження, що накладається на підсумовуванні 

похибки, полягає в тому, щоб вони всі вико-

нували в загальній сумі відносно малу роль.  

Особливість нормального закону розподілу 

полягає в тому, що його параметрами явля-

ється математичне очікування та дисперсія, а 

також те, що він являється стійким, тобто 

сума декількох випадкових величин, що роз-

поділені по нормальному закону також мають 

нормальний розподіл, - аналітичний вираз 

щільності розподілу залишається незмінним. 

Так як вважається, що випадкові похибки ви-

мірювання розподілені по нормальному за-

кону, то обчислення координат проводиться 

методом найменших квадратів, який явля-

ється методом максимальної правдоподібно-

сті для нормально розподілених похибок, і за-

безпечує мінімальну дисперсію розрахованих 

координат.  

Для визначення закону розподілу похибок та 

його параметрів необхідно зібрати значний 

статистичний матеріал у вигляді представни-

цької вибірки, що потребує  значного терміну, 

протягом якого умови спостереження  зміню-

ються. Тому вибірка являється неоднорідною, 

- вона містить похибки з різним значенням 

дисперсій. 

Таким чином, значний термін формування ви-

бірки випадкових похибок являється виріша-

льною підставою стверджувати змішаний ха-

рактер розподілу похибок вибірки. З ураху-

ванням цих обставин в роботі [24] для форма-

лізації розподілу похибок навігаційних вимі-

рювань запропоновано модель змішаних роз-

поділів, яка базується на двох  наступних пе-

редумовах: 

1. Похибки навігаційних вимірювань при не-

змінних умовах спостережень мають норма-

льний закон розподілу з нульовим математи-

чним очікуванням, щільність якого виража-

ється наступним чином: 

]
2

exp[
2

1
  )(

2

2



x
xf −= , 

де σ –середнє квадратичне відхилення. 

2. Варіації умов спостереження ведуть до ви-

падкових змін с.к.в.   нормального розпо-

ділу. Причому  , як випадкова величина, має 

щільність розподілу ( )   , яка повинна за-

довольняє умовам: 
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В цьому випадку щільність змішаного розпо-

ділу являється щільністю розподілу похибок 

навігаційних вимірювань і має вигляд: 
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Принциповім питанням являється вибір щіль-

ності розподілу ( )   , яка забезпечила б яв-

ний вигляд щільності розподілу похибок на-

вігаційних вимірювань )(f .  

В роботі [2] показано, що щільність зміша-

ного розподілу в явному вигляді існує лише 

для закону Лапласа, коли в якості щільності 
( )   вибрано закон розподілу Релея. Але за-

кон Лапласа не має безперервної першої похі-

дної, що унеможливлює його використання в 

якості закону розподілу вірогідностей похи-

бки навігаційних вимірювань. 

Згодом, використовуючи модельні гіпотези у 

роботі [10], запропоновано в якості щільності 

)σ(  вибрати два закони розподілу з щільні-

стю )σ(
1

  і )σ(2 , які дозволяють одержати 

змішану щільність в явному вигляді і мають 

наступний вигляд: 

)exp(
1

2)σ(
221








 −= ;     

)exp(
1

2)σ(
232
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Підставляючи дану щільність у вираз (1), пі-

сля інтегрування одержимо базову щільність 

змішаного розподілу відповідно першого 

)(1 xfb  (Коші) і другого )(2 xfb  (Пірсона) 

типу: 
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З двох приведених щільностей одержано мно-

жину щільностей змішаного закону розподілу 

вірогідності навігаційних похибок, що вира-

жаються в явному вигляді:  

                                            

1m2
m1

1
)2/(x

A
(x)

++
=


f ,  ( 6m  )    (3) 

де m  ,   - відповідно істотний цілочис-

ловий та масштабний параметри; 
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 - нормуючий 

множник. 

Вираз (3) є щільністю розподілу вірогідності 

змішаного закону першого типу, а вираз (4) - 

змішаного закону другого типу. 

Для перевірки коректності гіпотези про змі-

шаний розподіл вірогідностей похибки наві-

гаційних вимірювань, щільність яких виража-

ється формулами (3) і (4) потрібно впевни-

тися, що похибки вибірки, яка сформована 

при незмінних умовах спостережень, тобто за 

незначний проміжок часу, мають нормальний 

закон розподілу, чим буде підтверджена спра-

ведливість першої вимоги моделі змішаного 

закону розподілу. Також потрібно сформу-

вати вибірку похибок виміру навігаційного 

параметру на значному проміжку часу, під 

час якого умови спостережень зазнають змін, 

і перевірити правомірність розподілу похи-

бки по змішаному закону. 

Для рішення поставленого завдання під час 

шестимісячного рейсу судна автором прово-

дились експериментальні дослідження в умо-

вах натурних спостережень. 

Формування початкових вибірок похибок ви-

мірювання навігаційних параметрів проводи-

лось вимірюванням навігаційних параметрів 

кількістю більше 100 вимірювань.  Вимірю-

вання навігаційних параметрів здійснюва-

лися в трьох портах на стоянці судна, при-

чому за допомогою РЛС вимірювалися диста-

нція і пеленг на нерухомий орієнтир. Було 

проведено три серії формування вибірок, в 

яких похибки вимірювань  накопичувались 

протягом різних термінів: близько 8 годин 
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(150 вимірювань), протягом доби ( 210 вимі-

рювань) і протягом двох діб (250 вимірю-

вань). В кожному порту були одержані 2 серії 

вимірювань навігаційних параметрів, а за час 

рейсу - 6 серій вимірювань.  

Для кожної серії вимірювань визначали сере-

днє значення навігаційного параметру і роз-

раховували значення похибки вимірювань, 

які в сукупності складали вибірку похибок, 

що виникають при вимірюванні вибраного 

параметру. Стандартною процедурою розра-

ховувалися дисперсія і середнє квадратичне 

відхилення похибки кожної вибірки. 

Надалі по кожній вибірці будувалась гістог-

рама і розглядалися статистичні гіпотези змі-

шаних законів розподілу першого і другого 

типу, а також нормальний закон. 

Для кожної вибірки були розраховані зна-

чення критерію згоди −2 Пірсона з розгля-

нутими законами розподілу вірогідності по-

хибок, і законом розподілу вибирається той, 

який має мінімальний критерій згоди −2

Пірсона. 

Аналіз одержаних результатів натурних спо-

стережень показав, що похибки вимірювання 

навігаційних параметрів (пеленга і дистанції), 

одержані на обмеженому інтервалі часу (8 го-

дин), підкоряються нормальному закону роз-

поділу вірогідності.  Похибки вимірювання 

пеленга і дистанції на більшому інтервалі 

часу (доба і більше) підлеглі змішаним зако-

нам розподілу, ступінь відмінності яких від 

нормального закону пропорційний інтервалу 

часу вимірювання серії значень навігаційного 

параметру.   

В якості прикладу на рис. 1 показані гістог-

рама вибірки похибок вимірювання дистанції 

і крива щільності розподілу закону Гауса для 

серії терміном 8 годин. Зліва на рисунку при-

ведені значення критерію згоди −2 Пірсона 

для кожної щільності, причому для нормаль-

ного закону значення критерію становить 

0,0065, в той час, як для змішаних законів мі-

німальне значення критерію дорівнює 13,386.  

На рис. 2 представлені гістограма вибірки по-

хибок вимірювання дистанції і крива щільно-

сті розподілу змішаного закону першого типу 

з істотним параметром  рівним  2 для серії 

терміном 24 години. Критерій згоди −2

Пірсона для цієї щільності становить 0,0116, 

в той час як для нормального закону його зна-

чення дорівнює 7,6602. 

Таким чином, вважаючи, що накопичення по-

хибок в їх вибірки до необхідним розмірів по-

требує значного терміну, можна стверджу-

вати, що похибкам навігаційних вимірювань 

притаманний розподіл по змішаним законам.  

  

 

Рис. 1. Гістограма вибірки похибок вимірювання дистанції (8 годин) 
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У цьому разі, коли похибки навігаційних ви-

мірювань мають змішані закони розподілу, а 

розрахунок координат проводиться методом 

найменших квадратів (МНК), то, як показано 

в роботі [10], ефективність визначення коор-

динат менша 1, а її значення розраховується 

виразами: 

    
13m2m

3
1e

21
++

−= ,  
3m52m

3
12e

2 ++
−= ,    (5) 

де 
1e  і 2e  - ефективність для змішаних зако-

нів розподілу відповідно першого і другого 

типу. 

В табл. 1 приведені значення ефективності 
1e  

в залежності від істотного параметра m . 

Таблиця 1. Ефективність змішаного розпо-

ділу першого типу 

m 1 2 3 4 5 6 

1e  0,5 0,8 0,893 0,934 0,955 0,968 

Аналіз таблиці показує, що ефективність 
1e  

при m=1 свідчить про втрату точності визна-

чення позиції судна наполовину відносно то-

чності при розрахунку координат методом 

максимальної правдоподібності. Для значень 

m≥6 змішаній закон першого типу практично 

збігається з нормальним законом. 

Значення ефективності  2e  в залежності від 

істотного параметра m  приведені в табл. 2. 

Таблиця 2 . Значення ефективності e зміша-

ного розподілу другого типу 

m  1 2 3 4 5 

2e  0,7 0,857 0,917 0,945 0,962 

При значені m=1 точність обсервації знижу-

ється на третину відносно максимально мож-

ливої, а в разі m≥5 ефективність  2e  набли-

жається до 1. 

Для оцінки ефективності обсервованих коор-

динат, отриманих при надлишкових ЛП і роз-

рахованих методом найменших квадратів ав-

тором проводилося імітаційне комп'ютерне 

моделювання. Причому розглядалися випа-

дки, коли похибки ліній положення підпоряд-

ковувалися змішаним законам першого і дру-

гого типу. 

Імітаційне моделювання проводилося наступ-
ним чином. Спочатку за обраним законом ро-
зподілу генерувалася вибірка похибок ЛП, що 
складається з 1000 членів. Розрахунок коор-
динат кожної обсервованої точки проводився 
по 8 лініях положення відносно істиного мі-
сця судна. Формування 125 обсервованих то-
чок повторювалося чотири рази, а їх отримані 

 

Рис. 2. Гістограма вибірки похибок вимірювання дистанції (доба) 
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координати зберігалися, в результаті чого на-
копичувалася вибірка координат векторіаль-
ної похибки чисельністю 500 значень похи-
бки. За допомогою отриманої вибірки розра-
ховувалися математичні сподівання XM , 

YM  і дисперсії XD , YD  проекцій X і Y век-

торіальної похибки. Імітаційною комп'ютер-
ною програмою передбачено графічне відо-
браження положень обсервованих точок від-
носно математичного сподівання, що дозво-
ляє зробити візуальну оцінку їх розсіювання.  

У комп'ютерній програмі імітаційного моде-
лювання передбачено розрахунок обсервова-
них координат як методом найменших квад-
ратів, так і методом максимальної правдопо-
дібності.  

В якості прикладу на рис. 3 наведено порів-
няльну характеристику розсіювання обсерво-
ваних позицій, отриманих МНК і ММП при 
змішаному законі розподілу похибок  пер-
шого типу з істотним параметром m=1. Порі-
вняльна характеристика розсіювання обсер-
вованих позицій, отриманих МНК і ММП  в 
разі розподілу похибок по  змішаному закону 

другого типу з істотним параметром m=1 для 
одних і тих же ЛП представлена на рис. 4. З 
указаних рисунків видно, що розсіяння обсе-
рвацій в їх правій половині, яке одержане 
ММП, значно менше, ніж у лівій, розрахова-
ній МНК. Це свідчить про те, що дисперсія 
векторіальної похибки при застосуванні 
ММП менша, ніж при розрахунку координат 
МНК. 

В результаті імітаційного моделювання були 

одержані значення ефективності )1(
IMe  розраху-

нку координат для змішаного закону розпо-
ділу першого типу і їх порівняння із теорети-

чно розрахованою )1(
Te  з допомогою виразу 

(5), які  приведені в табл. 3.  

Із таблиці видно, що відсоткова розбіжність 

)1(
e % між ефективностями 

)1(
Te  і 

)1(
IMe  не пе-

ревищує 20,5%, що свідчить про коректність 
виразу (5) і втрати точності при застосуванні  

МНК для розрахунку координат в разі розпо-
ділу похибок ЛП за змішаним законом пер-
шого типу. 

 

Рис. 3. Характеристики розсіювання обсервацій при m=1 (1 тип) 

 

Рис. 4. Характеристика розсіювання позицій при m=1  (2 тип) 
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Таблиця 3. Ефективність змішаного закону 

розподілу першого типу 

m 1 2 3 4 5 6 

)1(
Te  0,5 0,8 0,893 0,934 0,955 0,968 

)1(
IMe  0,507 0,636 0,710 0,792 0,8 0,888 

)1(
e

% 

14 20,5 20,5 15,2 16,2 8 

Аналогічні результати імітаційного моделю-
вання одержанні для змішаного закону розпо-
ділу другого типу, які приведені в табл. 4, ана-
ліз якої показує, що відсоткова розбіжність 

)1(
e % між ефективностями 

)2(
Te  і 

)2(
IMe  не пе-

ревищує 22,0%. 

Таким чином, одержана збіжність між теоре-
тичними та змодельованими значеннями ефе-
ктивностей за всіх значень істотного параме-
тру  для змішаних законів розподілу першого 
і другого типу свідчить про залежність точно-
сті визначення позиції судна від вибраного 
методу розрахунку координат по виміряним  
значенням навігаційних параметрів. 

Таблиця 4. Ефективність змішаного закону 

розподілу другого типу 

m 1 2 3 4 5 

)2(
Te  0,7 0,857 0,917 0,945 0,962 

)2(
IMe  0,671 0,668 0,751 0,829 0,870 

)2(
e % 4,1 22,0 18,1 12,3 9,6 

Висновки і перспектива подальшої роботи 

по даному напрямку  

1. Підтверджена можливість розподілу похи-

бок навігаційних вимірювань за змішаними 

законами, про що свідчать експериментальні 

матеріали, одержані в натурних спостережен-

нях.   

2. Одержані аналітичні вирази для розраху-

нку ефективності обсервованих координат 

судна в разі надмірних вимірів, коли похибки 

ЛП мають розподіл  за змішаними законами, 

які підтверджені імітаційним комп'ютерним 

моделюванням. 

3. Показана залежність точності визначення 

координат судна від способу їх розрахунку і 

одержані її кількісні характеристики. 

Надалі доцільне дослідження питання ефек-

тивності квазіправдоподібних оцінок  обсер-

вованих координат в разі, коли похибки наві-

гаційних вимірювань мають нормальний за-

кон розподілу, а їх розрахунок проводиться 

ММП для змішаних законів розподілу похи-

бок. 
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