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ABSTRACT 

The presence of a water layer moving together with a ship during any maneuver leads to the occurrence of added 

masses and moments acting on the ship hull, which significantly affect the components of inertial forces and 

moments. This effect becomes particularly noticeable at shallow depths and becomes critical in shallow water 

conditions. In planar motion of a symmetric ship, four hydrodynamic characteristics of the hull are considered 

non-zero: longitudinal and transverse added masses, the added moment about the ship’s axis of rotation, and the 

static moment caused by the shift of transverse added masses relative to the axis of rotation. When developing 

mathematical models of ship motion, dimensionless quantities are introduced, referred to as the coefficients of the 

corresponding added masses and moments. The shallow water effect is described by means of an influence 

function defined as the ratio of these coefficients in shallow water to those in deep water. Numerous studies have 

been devoted to the development of mathematical models for influence functions, based on both theoretical and 

experimental investigations. In this paper, a comparative analysis of existing mathematical models for influence 

functions is carried out, revealing significant discrepancies in the results obtained using these models. The 

analysis of available data also made it possible, using regression analysis methods, to develop new adequate 

mathematical models of the influence function and to investigate the effect of relative water depth and hull 

geometric characteristics on added masses and moments. 
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АНОТАЦІЯ 

Наявність шару води, який рухається разом із судном при виконанні будь яких маневрів, призводить до 

виникнення приєднаних мас і моментів на корпусі судна, які суттєво впливають на значення складових 

інерційних сил і моментів. Цей вплив стає особливо помітним при невеликій глибині і становиться крити-

чним на мілководді. При плоскому русі симетричного судна не нульовими вважаються чотири гідродина-

мічні характеристики корпусу: повздовжні і поперечні приєднані маси, приєднаний момент навколо осі 

обертання судна і статичний момент, викликаний зсувом поперечних приєднаних мас навколо осі обер-

тання судна. При побудові математичних моделей руху судна переходять до безрозмірних величин, які 

називають коефіцієнтами відповідних приєднаних мас і моментів, вплив мілководдя описують за допомо-

гою функції впливу, яка визначається як відношення значень вказаних коефіцієнтів на мілководді і глибокій 

воді. Побудові математичних моделей функцій впливу присвячено багато робіт, які спираються на тео-

ретичні і експериментальні дослідження. Для порівняння існуючих математичних моделей для функцій 

впливу в даній роботі проведений їх аналіз, який виявив значні розбіжності результатів, отриманих із ви-

користанням цих моделей. Аналіз існуючих результатів також дозволив за допомогою методів регресій-

ного аналізу отримати нові адекватні математичні моделі для функції впливу і проаналізувати вплив від-

носної глибини і геометричних характеристик корпусу судна на приєднані маси і моменти. 

Ключові слова: корпус судна, приєднані маси і моменти, коефіцієнти приєднаних мас,  вплив мілко-

воддя, математичні моделі. 

 
 

Постановка проблеми в загальному ви-

гляді та її зв'язок з важливими науковими 

або практичними завданнями  

Прогнозування руху судна при виконанні рі-

зних маневрів, зокрема, циркуляції, зміні ку-

рсу, гальмуванні та розгону не можливо без 

наявності адекватних математичних моделей 

динаміки судна [1 – 4]. Адекватність матема-

тичної моделі — це здатність моделі забезпе-

чувати, в межах прийнятих припущень та об-

ласті застосування, відтворення істотних ха-

рактеристик, зв’язків і закономірностей реа-

льного об’єкта з точністю, яка підтверджу-

ється порівнянням результатів моделювання 

з експериментальними, натурними або ета-

лонними теоретичними даними. Рівень адек-

ватності математичних моделей руху судна 

безпосередньо впливає на розвиток сучас-

ного тренажерного обладнання, авторульо-

вих, створення безекіпажних суден. Врахо-

вуючи багаторівневість математичних моде-

лей динаміки судна, їх загальний рівень ви-

значається адекватністю моделей інерційних 

і неінерційних сил, які діють на судно. Зок-

рема, адекватністю математичних моделей 

інерційних і неінерційних сил на корпусі су-

дна [5 – 20], неінерційних сил, викликаних 

роботою суднових гвинтів і стерн [21 – 26]. 

Тут слід зазначити, що не зважаючи на існу-

вання різних підходів до побудови математи-

чних моделей руху судна, зокрема, класич-

ного підходу [1 – 8] і методу ММG [9 – 19, 

25], всі підходи спираються на одні і ті ж гі-

дродинамічні параметри. Зокрема, побудова 

математичних моделей динаміки судна не-

можлива без наявності адекватних математи-

чних моделей приєднаних мас і моментів на 

корпусі судна, які можуть суттєво змінювати 

інерційні характеристики судна. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій, в 

яких започатковано розв'язання даної 

проблеми і виділення невирішених раніше 

частини загальної проблеми  

Вивченню приєднаних мас і моментів на ко-

рпусі судна присвячена значна кількість ро-

біт [26 – 39]. Ці роботи поєднують теорети-

чні і експериментальні підходи і проводи-

лись як на глибокій воді, так і мілководді. 

При визначенні приєднаних мас і моментів 

на мілководді, зазвичай, використовують ві-

дповідні їх значення на глибокій воді, з по-

дальшим дослідженням впливу глибини за 

допомогою функцій впливу [34 – 37]. Базо-

вим еталонним методом для визначення при-
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єднаних мас є метод еквівалентного тривіс-

ного еліпсоїда [1 – 6, 27], виміри якого від-

повідають розмірам судна. При такому під-

ході  приєднані маси і момент можуть бути 

визначений аналітично за допомогою невла-

сних інтегралів першого роду [27], але для 

практичних розрахунків, зазвичай, викорис-

товують або графіки, або спрощені емпіри-

чні формули [2, 3]. Вказаний метод може 

бути використаний для суден із малою і се-

редньою загальною повнотою:  , для «пов-

них» суден:   може давати похибки, тому по-

требує корекції [39]. Іншим розповсюдже-

ним методом визначення приєднаних мас і 

моментів є метод плоских перерізів [4, 5, 26, 

27], який може бути застосований для широ-

кого класу суднових корпусів. При визна-

ченні впливу мілководдя на приєднані маси і 

момент застосовувались різні підходи. Зок-

рема, в роботі [35], спираючись на  серію по-

тенціальних 3D чисельних гідродинамічних 

розрахунків модельних корпусів David 

Taylor Model Basin, серії 60 (США), запропо-

новані емпіричні моделі для визначення фу-

нкцій впливу мілководдя. Відома [4, - 5, 27] 

також низка експериментальних досліджень, 

які базуються на методах електрогідродина-

мічної і магнітогідродинамічної аналогії та 

вібраційних методах. Аналіз існуючих ре-

зультатів показав, що на глибокій воді а та-

кож і на мілководді існуючі емпіричні моделі 

дають різні результати, крім того, невідомі 

чіткі критерії, яким повинні задовольняти 

коефіцієнти приєднаних мас і моменту для 

корпусів реальних суден. 

Формулювання цілей статті (постановка 

завдання) 

Метою даної роботи є аналіз існуючих та 

отримання нових адекватних математичних 

моделей для функцій впливу глибини на при-

єднані маси і моменти при плоскому (3D) 

русі судна, дослідження впливу глибини і ге-

ометричних параметрів судна на поведінку 

приєднаних мас і моменту на корпусі судна 

при плоскому русі на мілководді. 

Виклад матеріалу дослідження з повним 

обґрунтуванням отриманих наукових ре-

зультатів  

1. Класифікація впливу і функції впливу мі-

лководдя на приєднанні маси і момент. 

В роботі [39] показано, що суттєвими чинни-

ками, які впливають на значення коефіцієн-

тів системи диференціальних рівнянь плос-

кого руху судна, є приєднані маси і момент 

на корпусі судна, визначення яких є доволі 

складною задачею навіть на глибокій воді. 

Але, при дослідженні маневрів суден в кана-

лах, акваторії річок і портів або при підході 

до них, на приєднані маси і момент на кор-

пусі судна суттєво впливає також глибина 

фарватеру H району плавання. Цей вплив ха-

рактеризує безрозмірні величини: T
HH

T
 , 

або H
TT

H
 , де T – осадка судна. В залеж-

ності від значення параметра HT  вирізня-

ють:  

• глибоку воду: 0.2HT  ; 

• середню глибину (або середнє мілко-

воддя): 0.2 0.67HT ; 

• мілководдя: 0.67 0.83HT ; 

• критичне мілководдя: 0.83 1HT . 

Вплив глибини H на гідродинамічні характе-

ристики судна стає помітним на середній 

глибині, дуже значний на мілководді і почи-

нає домінувати на критичному мілководді. 

Відомі теоретичні і експериментальні дослі-

дження [34 – 38] в цьому напрямку. Вплив 

глибини на приєднанні маси і момент визна-

чають за допомогою функцій впливу 

( ),kk Hf T  1, 2,6k  , так: 

 11
11

11

1 ( )H
H

k
f T

k
 ; 

 22
22

22

1 ( )H
H

k
f T

k
 ;  (1) 

 66
66

66

1 ( )H
H

k
f T

k
 .  

Тут 11k , 22k  і 66k   коефіцієнти приєднаних 

мас і моменту на глибокій воді, 11Hk , 22Hk  і 
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66Hk   коефіцієнти приєднаних мас і моме-

нту на мілководді, які враховують вплив гли-

бини фарватеру. Зауважимо, що монотонно 

зростаючі функцій ( )kk Hf T  повинні задово-

льняти умовам: 

0 ( )kk Hf T ,
0

( ) 0lim
H

kk H
T

f T


 , 1, 2,6k  . (2) 

При 0.2HT   вплив мілководдя можна вва-

жати не суттєвим, а значення функцій kkf  

( 1, 2,6)k   рівними нулю, в цьому випадку: 

11 11Hk k , 22 22Hk k , 66 66Hk k . 

Чіткі критерії, яким повинні задовольняти 

функції kkf , крім виконання умов (2), наразі 

невідомі. Але їх все ж можна оцінити, якщо 

скористатись результатами відомих дослі-

джень, зокрема [27], де наведені графічні за-

лежності поведінки приєднаних мас і моме-

нту від параметра HT  для еквівалентного 

тривісного еліпсоїда до дубльованого кор-

пусу судна і суден внутрішнього плавання, 

які отримані методом електромагнітної ана-

логії [4, 6, 27]. Для зручності подамо ці гра-

фічні значення в Таблиці 1. 

Тут слід зауважити, що дані таблиці 1 не вра-

ховують геометричні параметри суден, їх мо-

жна розглядати як базові середні значення для 

корпусів середньої повноти для помірного міл-

ководдя, зокрема при 0.67HT  . 

2. Аналіз існуючих математичних моде-

лей для функцій впливу мілководдя.  

Зазвичай, безрозмірні коефіцієнти приєдна-

них мас і моменту подають через геометри-

чні характеристики судна (довжину L, ши-

рину B, осадку T) і глибину фарватеру H: 

 
1 B
С ;  

 
2

B
L

 ;  (3) 

 
3

T
L

 ;  

 
4

T
B

 , H
TT

H
 , 

шляхом обробки експериментальних да-
них, або за допомогою обчислювальної гі-
дродинаміки. 

В таблиці 2 наведені значення геометрич-

них характеристик (3) для 16 основних ти-

пів суден (див., наприклад, роботу [39]), а 
саме танкерів (ST): LPG, VLGC, 

KVLCC2, VLCC ESS0; контейнеровозів 

(SСo): SR 108, KCS, DTC; автомобілевоза 

(Scar): PCC; балкерів (SB): Handysize (Hz), 

Supramax (Sm), Kamsarmax (Km), Capesize 

(Cs); риболовецьких суден (SF): японсь-

кого (J), сейнера (S) і двох навчально про-

мислових риболовецьких суден (T).  

Відома низка робіт, зокрема [4, 6, 31 – 38], 

в яких досліджувалась вплив мілководдя 

на приєднані маси корпусу судна.  

Таблиця 1. Значення kkf  для еліпсоїда і корпусу судна 

 
HT  0.2 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.714 

Е
л
іп

со
їд

 11( )Hf T  0.05 0.16 0.25 0.34 0.45 0.55 0.7 0.85 1.02 1.19 1.3 

22( )Hf T  0.06 0.12 0.2 0.26 0.38 0.47 0.65 0.83 1.8 1.38 1.61 

66( )Hf T  0.09 0.25 0.35 0.44 0.55 0.68 0.80 0.99 1.17 1.40 1.55 

К
о
р
п

у
с 

 11( )Hf T  0.06 0.18 0.32 0.39 0.51 0.64 0.76 0.94 1.11 1.29 1.5 

22( )Hf T  0.065 0.17 0.25 0.32 0.43 0.55 0.74 0.94 1.16 1.50 1.83 

66( )Hf T  0.1 0.29 0.40 0.50 0.62 0.75 0.89 1.11 1.28 1.53 1.70 
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В Таблиці 3 наведені відомі емпіричні мо-

делі для визначення функцій впливу kkf  

( 1, 2,6)k   мілководдя на приєднані маси і 

момент. В таблиці введені наступні позна-

чення: 

22

6(1 )

(1 )(2 )
WL d

WL d WL d

C

C C





 ; 

66

2

2

2 (9 6 6 4 )

(6 5 5 4 )

(3 2 2 )

(9 9 2 )

d WL d WL d

WL WL d WL d

WL d WL d

d d

C C

C C C

C C















,    (4) 

де WLC   безрозмірні коефіцієнт повноти 

площі ватерлінії; d   приведений коефіці-

єнт повноти зануреної частини батоксу.  

Зауважимо, що математичні моделі 4 отри-

мані, при виконанні умов: 10.5 0.92 , 

2 0.25,  40.1 0.5 , які виконуються 

для суден із таблиці 1. Моделі 5 не зале-

жать від геометричних параметрів судна і 

дають фактично середні значення функцій 

kkf . 

Наявність такої кількості різних математи-

чних моделей призводить до необхідності 

їх аналізу і вибору найбільш адекватних 

для подальшого застосування. Тому прове-

дено числовий аналіз математичних моде-

лей наведених в таблиці 3.  

На рисунках 1 – 4 наведені залежності від 

параметра HT  для функції 11f ; на рисунках 

5 – 8 для функції 22f ; на рисунках 9 – 12 

для функції 66f . При цьому на усіх рисунках 

Таблиця 2. Параметри   для деяких типів суден 

№ Тип 1 B
С  

2
B

L
  

3
T

L
  

4
T

B
  № Тип 1 B

С  
2

B
L

  
3

T
L

  
4

T
B

  
 

1 LPG 0.74 0.174 0.060 0.3451 9 SB Hm 0.80 0.174 0.062 0.3567  

2 VLGC 0.72 0.162 0.052 0.3224 10 SB Sm 0.77 0.162 0.061 0.3789  

3 KVLCC2 0.80 0.181 0.065 0.3586 11 SB Km 0.80 0.141 0.063 0.4105  

4 VLCC ESS0 0.83 0.163 0.067 0.4113 12 SB Cs 0.83 0.155 0.063 0.4044  

5 SR 108 0.56 0.145 0.049 0.3347 13 SFJ 0.684 0.220 0.081 0.3704  

6 KCS 0.65 0.140 0.047 0.3354 14 SFT 1 0.617 0.200 0.074 0.3690  

7 DTC 0.66 0.144 0.041 0.2843 15 SFS 0.557 0.214 0.079 0.3676  

8 PCC 0.54 0.170 0.048 0.2844 16 SFT 2 0.538 0.209 0.082 0.3922  

 

Таблиця 3. Математичні моделі для функцій впливу kkf  

Функція № Модель Джерело 

11( )Hf T  1 12
11( 1)HTe , 11 1 40.705 0.05 0.5 , 12 4 12.8 0.8  [35, 37] 

2 1.3

1
4 3

1.14 0.233
3.77 3.43

1
H

H

T

T

 
  

 
[36, 37] 

3  13
4 1

13 4 1

(25.817 24.717 11.0148) 1

27.096 15.367 0.748

HTe


 

[38] 

4 1.5

4 2 3

1
1.4 1

0.4755 7.608HT





 
[4,6] 

5 22.55 0.069H HT T  [4] 
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моделі 1 зображені чорним лініями, моделі 2 

– зеленими, модель 3 – жовтими, моделі 4 – 

червоним, моделі 5 – синіми лініями.  

Для тестування на рисунках 1, 5, 9 викорис-

танні параметри судна 16 (див. таблицю 2), 

для якого значення 0.538BC  ; на рисунках 2, 

6, 12 – судна 6, для якого 0.65BC  ; на рису-

нках 3, 7, 11 – судна 1, для якого 0.74BC  ; 

на рисунках 4, 8, 12 – судна 12, для якого 

0.83BC  . 

Аналіз графіків на рис. 1 – 4, зокрема, пока-

зує, що математична модель 2 для 11( )Hf T  

при 0.65BC  , і математична модель 3 при 

0.538BC   не задовольняють умовам (2). 

Крім того при 0.538BC   і 0.74BC   зна-

чення 11( )Hf T , які отримані за допомогою 

математичної моделі 2, значно завищені при 

0.5HT   і не узгоджуються із значеннями таб-

лиці 1.  

Математичні моделі 1 – 5 для функції 22( )Hf T

, загалом, дають кращі результати (див. Рис. 5 

– 8), принаймні вони всі задовольняють умо-

вам (2). Також помітно, що для всіх моделей 

значення добре узгоджуються при середніх 

значеннях коефіцієнта повноти: 

0.65 0.74BC   для глибокої і середньої 

води: 0.65HT  , в тому числі для моделі 5, яка 

не залежить від геометричних характеристик 

корпусу судна.  

Продовження таблиці 3 

Функція № Модель Джерело 

22( )Hf T  1 22
21( 1)HTe , 21 4 10.02 0.07 0.0098 , 

22 4 17 1.1 2.2  

[35, 37] 

2 0.82

2
4 4

0.032 0.0129
0.413

1
H

H

T

T

 
     

 
[36, 37] 

3  23
4 1

1
23 4 1

( 0.054 0.131 0.134) 1

0.066 12.875 2.936

HTe






 

[38] 

4 

  2 3
4 22 4

0.072

1 2.35 (1 3.11 3.77 1.66 )
d H

H H H

T

T T T




 
 

[4,6] 

5 23.17 0.214H HT T  [4] 

66( )Hf T  1 62
61( 1)HTe  

61 1 40.001 0.02 0.0232 ; 62 1 40.75 4.405  

[35, 37] 

2 0.82

2
4 4

0.0192 0.00554
0.413

1
H

H

T

T

 
     

 
[36, 37] 

3 0.7157

1 2
4 34

0.7927 0.147 0.042
1.4864 0.5418

1
H

H

T

T

 
     

 
[38] 

4 

  
2 2
1

2 2 3
66 4 4 4

0.1327(1 )

1 3.68 2.27 1 2.9 3.37 1.47
d H

H H H

T

T T T




 

[4,6] 

5 24.33 1.04H HT T  [4] 

 



Судноводіння | Shipping & Navigation ISSN 2306-5761 | 2618-0073 39-2026  

 

 

Національний університет «Одеська морська академія» 71 

 

 

 

  
Рис. 1. Поведінка 11( )Hf T , при 0.538BC  , су-

дно 16 

Рис. 2. Поведінка 11( )Hf T , при 0.65BC  , 

судно 6 

 

  
Рис. 3. Поведінка 11( )Hf T , при 0.74BC  , су-

дно 1 

Рис. 4. Поведінка 11( )Hf T , при 0.83BC  , су-

дно 12 
 

  
Рис. 5. Поведінка 22( )Hf T , при 0.54BC  , 

судно 16 

Рис. 6. Поведінка 22( )Hf T , при 0.65BC  , су-

дно 6 
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Рис. 7. Поведінка 22( )Hf T , при 0.74BC  , су-

дно 1 

Рис. 8. Поведінка 22( )Hf T , при 0.83BC  , су-

дно 12 
 

  
Рис. 9. Поведінка 66( )Hf T , при 0.54BC  , су-

дно 16 

Рис. 10. Поведінка 66( )Hf T , при 0.65BC  , 

судно 6 

 

  
Рис. 11. Поведінка 66( )Hf T , при 0.74BC  , су-

дно 1 

Рис. 12. Поведінка 66( )Hf T , при 0.83BC  , 

судно 12 
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Що стосується інших діапазонів зміни кое-

фіцієнта повноти, особливо для мілководдя 

і критичного мілководдя: 0.67HT  , помітна 

суттєва розбіжність значень для усіх моде-

лей, особливо це помітно для моделей 2 і 3. 

Значно гірші результати демонструють ма-

тематичні моделі для функції 66( )Hf T , (див. 

Рис.9 – 12), тут помітна розбіжність в зна-

ченнях для усього діапазону зміни коефіці-

єнта BC . Зокрема, при 0.54BC  , значення 

отримані за допомогою математичної мо-

делі 3 не задовольняють умовам (2), при ін-

ших BC  помітне заниження значень і не уз-

годження їх із даними таблиці 1, дещо зани-

женими загалом виглядають також значення 

функції 66( )Hf T , які отриманні за допомо-

гою математичної моделі 1. Умовам (2) не 

задовольняє модель 5 для глибокої води: 

0.2HT  . Крім того, моделі 5 не залежить від 

параметрів судна для усіх функцій впливу, 

що виглядає достатньо сумнівним і супере-

чить експериментальним дослідженням 

[40]. Адекватні значення отримані за допо-

могою моделей 4, але вона вимагають до-

сить громіздких обчислень і наявності дода-

ткових параметрів судна, таких як коефіціє-

нтів повноти площі ватерлінії WLC  і пов-

ноти зануреної частини батоксу d . Най-

більш адекватною виглядає модель 1, яка є 

достатньо простою і враховує геометричні 

параметри корпусу судна (4). Але при цьому 

вона також потребує уточнення, тому що 

при малих значеннях 0.5HT  , на середній і 

глибокій воді, математична модель дає 

дещо завищені значення функції 11( )Hf T . 

Дійсно, практично для усіх суден, маємо 

11(0.3) 0.35f  , тобто коли глибина фарва-

теру H  більше чим в 3 раз перевищує оса-

дку, влив дна на приєднані маси стано-

виться все ще помітним і складає більше 

35%, що не узгоджується, зокрема. із да-

ними таблиці 1. Крім того, ця модель також 

дещо занижує значення функції 66( )Hf T  для 

усіх BC . 

3. Побудова нових математичних моде-

лей для функцій впливу мілководдя.  

Проведений вище аналіз показує, що ні одна 

із наведених моделей не може бути викори-

стана для визначення функцій впливу kkf  

( 1, 2,6)k   мілководдя для усього діапазону 

значень параметрів корпусу судна і усіх зна-

чень HT . Тому виникає необхідність отри-

мати такі адекватні математичні моделі. 

Складність такої побудови полягає в тому, 

що наразі не відомі результати експеримен-

тальних досліджень, які б охоплювали весь 

спектр значень параметрів судна і мілко-

воддя. Крім того такі дослідження пов’язані 

із значними технічними труднощами при 

проведенні експериментів. Числові дослі-

дження також мають суттєві проблеми, які 

пов’язані із складністю врахування форми 

корпусу судна, і отримання гідродинаміч-

них потенціалів, які б адекватно врахову-

вали фактор мілководдя.  

Тому для побудови математичних моделей 

для функцій ( )kk Hf T , ( 1, 2,6)k   застосуємо 

наступний підхід. Спочатку скориставшись 

результатами таблиці 1, методами регресій-

ного аналізу [23 – 24], отримаємо для функ-

цій впливу ( )kk Hf T , ( 1, 2,6)k  , при 

0.72HT  , наступні поліноміальні математи-

чні моделі (м6):  

3
11( ) 2.85167 0.37071H H Hf T T T .     (5) 

4
22( ) 5.4201 0.41704H H Hf T T T .      (6) 

2
66( ) 3.3609 0.1388H H Hf T T T .       (7) 

Всі отримані моделі мають скоригований ко-

ефіцієнт кореляції 2 0.997R  , що свідчить 

про їх відмінну адекватність. Останнє дає мо-

жливість їх використати в якості еталону для 

суден із середньою повнотою: 

0.63 0.74BC  , при 0.2 0.72HT . Ці мо-

делі також будемо порівнювати із математич-

ними моделями 5 [4], які отримані експериме-

нтальним шляхом приблизно для такого ж 

класу суден. 
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Отримані моделі (5) – (7) не враховують ге-

ометричні параметри корпусів суден. Для 

усунення цього недоліку, виходячи із ре-

зультатів роботи [35], функції впливу міл-

ководдя будемо розшукувати так: 

2

1( )
k

k k HT

kk H k Hf T T e




 , 1, 2,6k  .    (8) 

Тут коефіцієнти 
kj  залежать від геометри-

чних параметрів судна і в першому набли-

женні їх будемо вважати такими як і в ма-

тематичній моделі 1. Зауважимо, що по-

дання (8) відрізняються від формул із мате-

матичної моделі 1. Уточнення коефіцієнтів 

kj , а також значення параметрів 
k

  і 
k

  

знайдемо, скориставшись умовами 

,
min ( ) ( ) 0

k k
kk H kk Hf T f T


 , 

0.2 0.72HT , 

0.63 0.74BC  , 

1, 2,6k  .                         (9) 

В результаті числової реалізації умов (9), 

отримані наступні нові подання для функ-

цій впливу мілководдя (моделі 7): 

  
Рис. 13. Верифікація нової математичної мо-

делі для 11( )Hf T   

Рис. 14. Верифікація нової математичної 

моделі для 22( )Hf T  

 

  
Рис. 15. Верифікація нової математичної мо-

делі для 66( )Hf T  

Рис. 16. Залежність 11( )Hf T  від коефіцієнта 

повноти BC  
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4 1

11 1 4

(2.8 0.8 )1.5

( ) (0.705 0.05 0.5 )

H

H

T
H

f T

T e 




.   (10) 

4 1

22 1 4

(7.0 1.1 2.2 )0.5

( ) (0.07 0.02 0.098)

H

H

T
H

f T

T e 




.   (11) 

 0.25
1 4

66 1 4

(4.405 0.75 )1.5

( ) (0.035 0.001 0.02 )

H

H

T
H

f T

T e





.   (12) 

Тут слід зауважити, що коефіцієнт 31  у ви-

разах (8) і (12) для функції 66( )Hf T  зазнав 

змін в порівнянні із відповідним коефіцієн-

том математичної моделі 1 із таблиці 3, всі 

інші коефіцієнти співпадають. 

Для верифікації отриманих математичних 

моделей на рисунках 13 – 15 наведенні гра-

фіки відповідно для функцій 11( )Hf T , 

22( )Hf T , 66( )Hf T , які отримані відповідно за 

допомогою формул (10) – (12): моделі 7 – чо-

рна лінія; формул (5) – (7): моделі 6 – червона 

лінія; моделі 5 – синя лінія і моделі 1 – зелена 

лінія. Всі графіки отримані для геометричних 

параметрів корпусу судна 1, для якого: 

0.74BC  . Отримані результати підтверджу-

ють відмінну адекватність отриманих мате-

матичних моделей 7. Зокрема, вони добре уз-

годжуються при 0.3 0.72HT  із експери-

ментальними моделями 5 і 6. Що стосується 

моделей 1, то є узгодження тільки для функ-

ції 22( )Hf T , при цьому для функції 11( )Hf T  

модель 1 дає завищенні результати, зокрема 

на мілководді, а для функції 66( )Hf T  зани-

жені значення в порівнянні із іншими моде-

лями, що підтверджує доцільність викорис-

тання саме нових математичних моделей 7. 

4. Аналіз залежності функцій впливу міл-

ководдя від геометричних параметрів 

судна. 

За допомогою отриманими моделями (10) – 

(12), досліджено вплив на функції kkf  

( 1, 2,6)k   геометричних параметрів корпусу 

судна. На рисунках 16 – 18 наведені залежно-

сті відповідно функцій 11( )Hf T , 22( )Hf T , 

66( )Hf T , від коефіцієнта повноти, а на рису-

нках 19 – 21 від параметру 4 . При цьому на 

рисунках 16 – 18 лінії чорного кольору відпо-

відає значенню 0.5BC  , лінія червоного ко-

льору значенню 0.6BC  , синього кольору 

значенню 0.7BC   і зеленого кольору зна-

ченню 0.85BC  . 

На рисунках 19 – 21 лінія чорного кольору ві-

дповідає значенню 4 0.24 , лінія червоного 

кольору значенню 4 0.32 , синього ко-

льору значенню 4 0.37  і зеленого кольору 

значенню 4 0.46 . Дослідження підвере-

дили вплив геометричних параметрів кор-

пусу судна на збільшення приєднаних мас і 

моменту при зменшені глибини фарватеру, 

тобто при збільшені параметра HT . Зокрема, 

для 66f  вказаний вплив стає помітний вже 

при 0.5HT  , для 11f  при 0.6HT   і для 22f  

при 0.65HT  . При цьому функції 11f  і 22f  

досягають більших значень при менших кое-

фіцієнтах загальної повноти BC  і  менших 

значеннях параметра 4 , а функція 66f  дося-

гає більших значеннях при більших значен-

нях коефіцієнта BC  і також при менших зна-

ченнях параметра 4
T

B
 .  

На рисунках 23 – 25 подані ЗD графіки відпо-

відно функцій 11 4( , )Bf C  , 22 4( , )Bf C  , 

66 4( , )Bf C   при (0.5;0.85)BC   і 

4 (0.24;0.5)  для різних значень параметра 

HT .  

На усіх графіках жовта поверхня (поверхня 

1) відповідає значенню 0.3HT  ; червона по-

верхня (поверхня 2) відповідає значенню 

0.55HT  ; блакитна поверхня (поверхня 3) ві-

дповідає 0.7HT  ; синя поверхня (поверхня 

4) відповідає 0.8HT   і зелена поверхня (по-

верхня 5) відповідає значенню 0.9HT  .  
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Рис. 17. Залежність 22( )Hf T  від BC  Рис. 18. Залежність 66( )Hf T  від BC  
 

 

  
Рис. 19. Залежність 11( )Hf T  від параметра 4  

 

 Рис. 20. Залежність 22( )Hf T  від параметра 4  

 

 
 

Рис. 21. Залежність 66( )Hf T  від параметра 4  Рис. 22. Вплив герметичних параметрів кор-

пусу судна на kkf  
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Наведені поверхні для усіх функцій для сере-

днього мілководдя при 0.65HT   мають на-

хил відносно площини ( BC , 4 ), який збіль-

шується із зростанням значень HT , це підтве-

рджує залежність функцій впливу мілководдя 

від геометричних параметрів судна особливо 

для мілководдя і для критичного мілководдя. 

Отже, функції впливу мілководдя можна вва-

жати функціями трьох параметрів:

4( , , )kk kk B Hf f C T , ( 1, 2,6k  ). Введемо на-

ступні величини: 

 11max 11min
11

11max

( ) ( )
( ) 100

( )
%H H

H
H

f T f T
f T

f T


 .  (13) 

 22max 22min
22

22max

( ) ( )
( ) 100

( )
%H H

H
H

f T f T
f T

f T


 . (14) 

 66max 66min
66

66max

( ) ( )
( ) 100

( )
%H H

H
H

f T f T
f T

f T


 . (15) 

де 11max 11(0.5,0.24, )Hf f T , 

11min 11(0.85,0.5, )Hf f T , 

22max 22(0.5,0.24, )Hf f T , 

22min 11(0.85,0.5, )Hf f T , 

66max 66(0.5,0.24, )Hf f T , 

66min 66(0.85,0.5, )Hf f T  

 – максимальні і мінімальні значення функцій 

впливу, які знайдемо із графіків  

рисунків 23 – 25.  

Функції ( )kk Hf T , 1, 2,6k  , визначають для 

кожного значення HT  можливу зміну значень 

функцій впливу мілководдя (в процентах) за 

рахунок зміни геометричних параметрів кор-

пусу судна (0.5;0.85)BC   і 4 (0.24;0.5) . На 

рисунку 22 наведенні графіки функцій (13) – 

(15), чорна лінія відповідає функції 11( )Hf T , 

червона – функції 22( )Hf T  і синя – функції 

66( )Hf T .  

 
Рис. 24. Залежність 22( )Hf T  від BC  і 4   

  
Рис. 23. Залежність 11( )Hf T  від BC  і 4  Рис. 25. Залежність 66( )Hf T  від BC  і 4  
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Отримані результати підтверджують вплив 

геометричних параметрів судна на функції 

впливу мілководдя. Найбільш суттєвим цей 

вплив виявляється на функцію 66f  і може змі-

нюється від 45% на середній глибині до 52% 

при критичному мілководді. Дещо меншим, 

але все одно суттєвим вказаний вплив є на фу-

нкцію 11f . Вплив геометричних параметрів 

корпусу судна на функцію 22f  стає помітним 

при 0.55HT   і може змінюватись від 15% до 

47% при критичному мілководді. 

Висновки і перспектива подальшої роботи 

по даному напрямку  

В результаті проведених досліджень отри-

мані наступні результати:  

• виконано порівняльний аналіз існуючих 

математичних моделей функцій впливу 

( )kk Hf T , ( 1, 2,6)k  , який виявив значні розбі-

жності результатів. 

• отримані нові адекватні математичні мо-

делі функцій впливу мілководдя на приєднані 

маси і момент для плоского руху судна (10) – 

(12), які враховують геометричні параметри 

суден, і проведено їх порівняння із відомими 

експериментальними даними; 

• за допомогою отриманих моделей дослі-

джено вплив глибини і геометричних параме-

трів судна на приєднані маси і момент при 

плоскому русі судна і виявлено низку важли-

вих закономірностей їх поведінки, зокрема, 

встановлено: 

− коефіцієнт повздовжніх приєднаних мас 

11k  може збільшуватись на середній глибині 

до 140%; на мілководді до 230% і на критич-

ному мілководді до 400%; 

− коефіцієнт поперечних приєднаних мас 

22k  може збільшуватись на середній глибині 

до 110%; на мілководді до 250% і на критич-

ному мілководді до 600%; 

− коефіцієнт приєднаного моменту 66k  може 

збільшуватись на середній глибині до 150%; 

на мілководді до 270% і на критичному міл-

ководді до 400%; 

− при зменшенні параметра 4  від 0.46 до 

0.24 коефіцієнт 11k  на середній глибині може 

збільшитись на 30%, на мілководді на 80% і 

критичному мілководді на 105%; 

− при зменшенні параметра 4  від 0.46 до 

0.24 коефіцієнт 22k  на середній глибині може 

збільшитись на 20%, на мілководді на 60% і 

критичному мілководді на 80%; 

− при зменшенні параметра 4  від 0.46 до 

0.24 коефіцієнт 66k  на середній глибині може 

збільшитись на 400%, на мілководді на 90% і 

критичному мілководді на 120%; 

− при збільшені коефіцієнту повноти BC  від 

0.5 до 0.85 коефіцієнти 11k і 22k  спадають 

приблизно від 20% на мілководді до 100% на 

критичному мілководді, коефіцієнт 66k  на-

впаки зростає від 40% на середньому мілко-

водді до 150% на критичному мілководді.  

− для кожного фіксованого значення HT , при 

(0.5;0.85)BC   і 4 (0.24;0.5) , коефіцієнт 

приєднаного моменту 66f  може змінюватись 

від 45% на середній глибині до 52% при кри-

тичному мілководді; дещо менше, але все 

одно суттєво змінюється коефіцієнт приєдна-

ної маси 11f ; коефіцієнт 22f  може суттєво 

змінюватись при 0.55HT   від 15%  

до 47%.  

Коефіцієнти приєднаних мас і моменту безпо-

середньо входять в ліві частини диференціа-

льних рівнянь динаміки судна (див. напри-

клад [1 - 8, 20 - 24, 39]), тому застосування 

отриманих виразів для коефіцієнтів приєдна-

них мас і моменту, (формули (1), (10) – (12)), 

здатне суттєво підвищити адекватність мате-

матичних моделей плоского руху судна, а 

отже, як наслідок, уточнити розрахунок трає-

кторії руху судна на середній воді і мілко-

водді в акваторіях портів і в фарватерах суд-

нохідних каналів і річок.  
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